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Controéle Continu (26/10/21)

Durée : 2h
Documents, téléphones portables et appareils électroniques interdits
La redaction et la clarté de ’argumentation sera prise en compte dans la notation

Exercice 1 (Autour du cours)
Soient K un corps et n > 2 un entier. On suppose que K est de caractéristique différente de 2. On
désigne par S, le groupe symétrique de {1,2,...,n}.
Un polynoéme P € K[Xy,...,X,] est antisymétrique si pour tout o € S,,, cP = &(0)P, ou €(0) est la
signature de o.

1)  Vérifier que le polynome de Vandermonde V(Xi,...,X,) = H (Xi — X;) est anti-

1<i<j<n

symétrique.

Soit 0 € Sp. oV = H(XU(Z-) — Xo(;))- Comme o est bijective, o induit une bijection sur I’ensemble
des parties & deux éléments de {1,2,...n}. Ainsi, cV = (=1)VV ol N est le cardinal de I’ensemble
{(i,7) | i <jeto(i)>a(h)}, ie (=1)N =¢(o).

2)  Montrer que tout polynéme antisymétrique P s’écrit sous la forme P = V - @, ou Q €
K[X1,...,X,]% est un polynéme symétrique.

Soit P un polynéme antisymétrique. Pour toute transposition 7 = (i,j) € S, aveci < j, 7P = —P.
Donc, en considérant le morphisme d’évaluation

("2 K[Xl,Xn] %K[Xlw--aXiflaXiJrl;---aXn][Xi] —>K[Xlw--aXiflaXiJrla---aXn]

qui envoie X; sur X, on a —p(P) = ¢(—P) = ¢(7P) = ¢(P) donc, comme K est de caractéristique
différente de 2, P € Ker(y) = (X; — X;). Donc X; — X; divise P. Comme tous ces polynomes sont
irréductibles et distincts deux a deux, ils sont premiers entre eux deux a deux et leur produit divise
P, ie. V divise P. Donc il existe Q € K[X1,...,X,] tel que P =V Q. Enfin, si 0 € Sy, on a

(—)VQ=(-1)P=0P=(0V)(0Q) = (-1)V)(0Q).

Donc, par intégrité, @ = oQ et @ est symétrique.

3) Notons K[X1,...,X,]"" la sous-algebre de K[X1, ..., X,], invariante sous I'action du groupe
alterné A, C S,,.

a) Montrer que P € K[X;,..., Xn]A" s’écrit de maniere unique sous la forme P = A+ B -V
oun A, B € K[Xy,... ,Xn]S” sont des polynomes symétriques.

Indication : montrer que ['orbite de P sous S, ne prend qu’au plus deux valeurs P et Q = TP, ot
7= (12) est une transposition, puis écrire P = (P + Q) + 3(P — Q).

Soit P € P € K[Xy,...,X,]" et soit ¢ € S,. Si 0 € A,, 0P = P sinon, (1,2)0 € A, et
oP = (1,2)(1,2)0P = (1,2)P. Ainsi, on a P + (1,2)P symétrique et P — (1,2)P antisymétrique.
Donc P = (P +(1,2)P) + (P —(1,2)P) est la somme d’un polynéme symétrique et d’un polynéme
antisymétrique. La question 2 permet alors de conclure sur ’existence de la décomposition. Montrons
qu’elle est unique. Soit Ay, By, As, By € K[X1,..., X,]%" tels que A} + VB; = Ay + V By. On a alors
Ay — Ay = V(Bg — By). Comme V est antisymétrique et Ay, Ay, By, Bo symétriques, on a Ay — Ag
symétrique et antisymétrique. Ainsi, comme le seul polynéme symétrique et antisymétrique est le
polynoéme nul, on a A; = As qui implique B; = Bs. Dot 'unicité de la décomposition.

b) Soit ¢ : K[X1,...,5,][T] — K[X1,...,X,]"" le morphisme qui envoie ¥; (vue comme
indéterminée) sur le polynome symétrique ;(X1,..., X,), et T sur V. Montrer que ¢ est bien défini
et surjectif.

OnaV € K[X1,...,X,]" et, pour tout k € {1,2,...,n}, le polynéme symétrique élémentaire
Y € K[X1,...,X,]% C K[X1,..., X", Ainsi, par propriété universelle de I’anneau de polynéme
K[¥1,...,5,][T] le morphisme ¢ existe et est bien défini. Enfin montrons que ¢ est surjective. Soit



P € K[X1,..., X, Par 3.a), il existe A, B € K[X1,...,X,]°" tels que P = A+ BV. Par le
théoreme de structure des polynémes symétrique, il existe Ay, By € K[X1,...,%,] tels que p(4y) = A
et ¢(By) = B. En particulier on a ¢(Ag + BoY') = P. D’ol ¢ est surjective.
c¢) Montrer que ¢ induit un isomorphisme de K[, ..., %,][T]/(T?~V?) sur K[X1,. .., X,]*".
Il suffit de montrer que le noyau de ¢ est (T? — V2). On a T? — V2 € kerp et ce polynome est
irréductible sur K[¥4,...,%,] car il n’a pas de racine (sinon V serait un polynéme symétrique). Donc,
comme ¢ n’est pas trivial, on a ker p = (T? — V2).

Exercice 2 (Sommes permutées)

Soient K un corps infini, n > 2 un entier, et aq, a9, ..., a, € K des éléments deux a deux distincts.
n

Montrer qu’il existe un n-uplet (z1,z2,...,z,) € K" tel que les n! sommes Z ATy (;), AVEC 0 PArcou-
i=1

rant S, sont deux a eux distinctes. Si 7 € S,,, on pourra considérer le polynéme

H (Z(aa(i) - (7,)) ) S K[Xl,XQ,...,Xn].

c€eS, \i=1
oFET
Notons, pour 7 € S,,, P le polynome de l'indication et supposons que le résultat est faux. Soit
(z1,...,2n) € K, il existe 0,7 € Sy tels que 0 # 7 et Y| i) = D_im) GiT-(;). Donc

O—Z:a,avgz Zasz 0) —Z Ao=1(3)Ti — ZaT ()i —Z( Ag=1(3) — Qr=1(j)) Ti-

=1

Donc l'un des facteurs de P.—1 s’annule en (21, z2,...,zy). Ainsi, pour tout (x1,x2,...,x,) € K", il
existe 7 € S, tel que P, s’annule en (x1,x2,...,2,). Donc, la fonction polynomial sur K associée au
polynéome P =[] . s, Pr est nulle. Comme K est infini, cela implique que P est nul. Mais, comme les
a; sont distincts deux a deux, pour tout 0,7 € Sy, il existe i € {1,2,...,n} tel quec(i) # 7(i) et donc
Ug(i) 7 Gr(;)- Ainsi, comme on travail sur un corps (donc integre), P n’est pas nul comme facteur de
polynoémes non nuls. D’ou une contradiction.

Exercice 3 (Série génératrice de Fibonacci)
Soit (un)nen la suite de réels définie par ug = 0, up = 1, et pour tout n > 2, u, = Up—1 + Up—_2.
Soit S =) cnyunX" € Q[ X]].

1) Montrer que S =

1-X - X2
On a
1=X =X X" = X" = upy X" = ", X2
neN neN neN neN
5 IR SUMPLI prwes
neN n>1 n>2
=ug + (up +u1) X + Z (Up, — Up—1 — Up—2) X"
n>2 0
= X.

Dot (1 - X — X?)S = X et, comme 1 — X — X? est inversible dans Q[[X]] (ou bien n’a pas 0 comme
X

racine), S = m



2) En déduire, pour tout n € N, une expression de u,, en fonction de n.

V5 ~1+V5

1
Onal—X-X?2=—(a— X)(b—X) avec a = — et b= — En décomposant en

éléments simples la fraction rationnelle, on obtient

S:a1b<aaX_be>: —X/a 1(1X/b)>

(i
ab(n ()
) (@™ —b")

>0 n>0

n

Donc, pour tout n € N,

o= ((5hs) - (57))

Exercice 4 (Un théoreme de Kronecker)
Soit P; € Z[X] un polynéme unitaire dont les racines z1,...,z, € C (comptées avec multiplicité)
vérifient 0 < |z;| < 1. On se propose de montrer que les z; sont des racines de I'unité.

1) Soit Q, I’ensemble des polynémes unitaires de Z[X] de degré n dont les racines dans C sont
de module inférieur ou égal a 1.

n
n
a) Montrez que si P = Zaka € Q,, alors pour tout 0 < k < n, |ag| < <k>

Soit P € w, et soit x1,xa,. .{C, a(;n ses racines complexes comptées avec multiplicités. Comme P est
unitaire, a, = 1 = (Z) De plus, si 0 < k <n—1,o0n aa, = X, g(z1,22,...,2,) ol les 3; sont les
polynémes symétriques élémentaires de Z[ X1, Xo, ..., X,]. On a donc, en notant Pg(n) est 'ensemble
des parties a k éléments de {1,2,...,n},

wi=| $ Ini< ¥ Tkl ¥ 1=(3)
AEPk(n)icA A€Pr(n)icA A€ePy(n)

b) En déduire que 2, est fini.

n
Par la question précédente, on a ,, C {Z apX* e Z[X] | lag| < (Z) pour tout k} Ce dernier
k=0
ensemble est en bijection avec [T7_o {—(}),— () +1,.... () = 1,(})} qui est fini. Donc €, est fini.
2) Soit k > 1. On définit P, = (X — 28)(X — 25)--- (X — 2F).
a) Montrer que Py € Z[X].
Notons Py, = ag+a; X +---+a, 1 X" 14+ X" (Py est unitaire par définition). Fixons r € {0,1,...n—

1} et montrons que a, € Z. Par la relation coefficients-racines, a, = (—1)""%,_,(2F,25,..., 2F).
En particulier, il existe Q € Z[X1, Xa,...,X,]%" tel que a, = Q(z1,22,...,2.). En utilisant le
théoreme de structure des les polynomes symétriques, il existe Qo € Z[X1, Xo, ..., X,] tel que Q =

Qo(31,...,%y,). Ainsi, a, = Qo (X1(21, 22, -+, 2n), 22(21, 22, -y 2n) -, B (21, 22, . . ., 25)). Or, pour
tout i € {1,2,...,n}, X;(z1,292,...,2r) € Z car ce sont, au signe pres, les coefficient de Py € Z[X].
Ainsi, ay, € Z. Enfin, comme tous les coefficients de Py sont dans Z, c’est un polynéme de Z[X].
b) En déduire que Py € Q.
Pour tout i € {1,2,...,n}, on a |zF| = |2|* < 1. Donc comme P est unitaire et de degré n, c’est
un élément de €2,,.



3) Soit Z, ={z € C| 3P € Q, tel que P(z) = 0}.
a) Montrer que Z,, est fini.

Soit P € . P est un polynome a coefficients dans Z et donc dans C. Comme C est un corps
(donc integre), le nombre de racine de P dans C est inférieur ou égal au degré de P. Ainsi, comme
est fini par la question 1.b,

Zy = U {racines de P dans C}
PeQy,

est un ensemble fini comme union finie d’ensembles finis.
b) En déduire que pour tout k € {1,2,...,n}, il existe r, s € N distincts tels que z}, = 2;.
Soit k € {1,2,...,n}. Par la question 2.b, P. € Q,, pour tout r > 0. Ainsi z;, € Z,, pour tout > 0.
Cependant, par la question précédente, Z,, est fini, donc, par le principe des tirroirs, il existe r,s € N
distincts tels que z;, = z7.

4) Conclure.
Soit k € {1,2,...,n}. Par hypothese, on a z; # 0. De plus, par la question précédente, 1 existe
r,s € N distincts tels que z;, = 2z;. En particulier z; ® = 1 et z;, est une racine de I'unité.



